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MATEMATYCZNY KALENDARZ ADWENTOWY 2020

Zgodnie z ideg kalendarza adwentowego, postanowitem przygotowa¢ w tym roku wersje matematyczng.
Codziennie, przez 24 dni, poczawszy od 1 grudnia, bede zamieszczal jedna ciekawostke zwigzana z ma-
tematyka. Czasem beda to bardzo krétkie informacje, a czasem dtuzsze. Chcialbym w ten sposob choé
troche uzmyslowi¢ wam, ze matematyka nie konczy sie w szkole, a w szczegdlnosci, ze taka prawdziwa,
ciekawa matematyka istnieje i jest zupelnie inna niz ta, ktorej uczymy sie na lekcjach matematyki. Calta
akcja ma charakter popularnonaukowy i popularyzujacy te piekna, abstrakcyjna dziedzine. Dolozytem
wszelkich staran, aby nie byly to nudne informacje przepisane z pierwszej lepszej strony z ciekawostkami.
Wrecz przeciwnie, chcialem, aby informacje tu przekazane byly naprawde ciekawostkami, czyli aby wie-
dzial o nich mato kto i byly zaskakujace. Wszelkie informacje, ktére si¢ tu pojawia bazuja gtéwnie na
mojej wlasnej wiedzy, ktorg zdobylem samodzielnie studiujac liczne ksiazki i opracowania. Wybor tylko
24 informacji nie bedzie na pewno latwy. Mam goraca nadzieje, ze chociaz dla czesci z Was informacje,
ktore beda sie pojawiaé beda ciekawe i rozwijajace.

Dzien 1. Niektérzy zapewne stwierdza, ze nie ma nic prostszego niz fakt, ze 1 + 1 = 2. Prawda jest
bardziej okrutna niz mogloby sie wydawaé¢. W pelni formalny i rygorystyczny matematyczny dowdd
tego faktu, zajmuje... ok. 360 stron i mozemy go znalez¢ m.in. w stynnej ksiazce A. Whiteheada i B.
Russella — Principia mathematica. Ksiazka nie nalezy do najprostszych — sam autor w latach '60 podczas
jednego z wywiadéw stwierdzil, ze bylo w stanie przeczytaé ja jedynie 6 os6b (ksiazka powstala w latach
1910 — 1913). Kluczowy fragment dowodu znajduje sie na stronie 362 i wyglada nastepujaco:
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Dem.
F.%5426. Dk a=tz.B=1t'y.D:avfBe2.=.2Fy.
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F.(1).%11'1185.D
Fe(ge,y).a=t'z.B=1y.Dd:avBe2.=.anB8=A 2)
F.(2).%11'54.%52'1.2F. Prop

From this proposition it will follow, when arithmetical addition has been
defined, that 14+ 1= 2.

Dzienr 2. Rozwazmy réwnanie (1) : 2 =2 Sprébujmy je rozwiazaé. Skoro 2 = 2, to
podstawiajac za caly wykladnik 2 otrzymamy z? = 2, skad z = /2 (—v/2 odrzucamy, bo podstawa
potegi musi by¢ wigksza od 0). Rozwigzaniem réwnania (1) jest liczba /2. Rozwazmy teraz réwnanie (2) :

2T

x” = 3. Zastosowanie podobnej taktyki doprowadzi nas do réwnania 23 = 3, skad = = V/3. Czy to

jest rozwiazanie réwnania? Okazuje sie ze nie (!). Aby bylo jeszcze ciekawiej, gdy rozwazymy ciag i

—1In3
~ 2,478
3 > ) )

wstawimy do niego V/3 to ciag ten jest zbiezny® — ale nie do trzech. Ty liczba jest %W

gdzie W to tzw. funkcja W Lamberta. Podsumowujac i uogélniajac:

-

Réwnanie z°” = m ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy e~!

<m«<e.
Ciag xwzm jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy e™¢ < z < v/e.

ITo znaczy, ze wstawiajac coraz wiecej kolejnych wyrazéw, catosé¢ zbliza sie do konkretnej liczby, a nie rosnie np. do
nieskoriczono$ci.
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Wracajac do naszych przyktadéw: /3 =~ 1,442 < (/e ~ 1,445, zatem ciag jest zbiezny. Jednak 3 > e ~

. 7 . 11. . . .
2,718, a wiec rOwnanie x” = 3 nie ma rozwiazania.

Dzien 3. Najdluzszy dowdd matematyczny zajal okoto 15 000 stron. Twierdzenie dotyczy klasyfikacji
skonczonych grup prostych. Angielska nazwa tego twierdzenia to: Enormous Theorem.

Dzien 4. Liczbe atoméw we wszechéwiecie szacuje sie na okolo 1078. Liczba ta sklada si¢ z jedynki i
siedemdziesigciu oSmiu zer. Zapisanie jej standardowa czcionka zajeloby okolo 16 cm (Przyjmujemy, ze 5
cyfr zajmuje 1 cm). Najwigksza znang liczba pierwsza (odkryta w grudniu 2018 roku) jest 282589933 _ 1,
ktora sklada sie z 24 862 048 cyfr. Proste obliczenia daja nam wynik, ze zapis tej liczby standardowsg,
czcionka zajatby ok. 50 km.

Dzien 5. Wyobrazmy sobie, ze na jednym z koncow dlugiej, kilometrowej rozciagliwej nici siedzi mréwka.
W pewnym momencie zaczyna poruszaé sie ze stala predkoscia 1 cm/s w kierunku drugiego konca. Po
uplywie kazdej sekundy ni¢ wydluza si¢ o jeden kilometr - natychmiastowo i jednorodnie na catej dtugosci.
Czy mrowka jest w stanie dotrzeé¢ na drugi koniec nici?

Okazuje sie, ze tak. Dotrze do niego po okoto 2,065 - 1 sekundach. Jest to ogromna liczba. Wiek
Wizech$wiata okreéla sie na okolo 4,36 -10'7 sekund. Co jeszcze ciekawsze, mréwka dotrze do konca nici
dla dowolnych wartosci poczatkowych - dlugosci nici, predko$ci mrowki oraz szybkosci wydluzania sie
nici.

043429

Dzienr 6. Punkt (0,0), czyli poczatek uktadu wspétrzednych oznaczamy litera O od stowa Origin, ktére
z j. angielskiego okresla punkt przeciecia sie osi uktadu wspélrzednych.

Dzien 7. Podczas kilku zastepstw w tamtym roku opowiadalem troche o wyzszych wymiarach — w
szczegdlnodei jak sobie wyobrazi¢ wyzej wymiarowe szesciany i kule. Jesli kto$ mial wiec szczescie (lub
pecha) i troche stuchal, to teraz bedzie to dla niego przypomnienie. Wyzsze wymiary wyobrazamy sobie
przez analogie nizszych (tj. od zerowego, do trzeciego). Sprébujcie wysili¢ szare komorki i zastanowié
si¢ samodzielnie, ile wierzchotkéw ma sze$cian w czwartym i pigtym wymiarze. Odpowiedz jest w tym
przypisie?. Podobne gimnastykowanie umystu mozna robi¢ podczas wyobrazania sobie n-wymiarowych
kul. Mozna réwniez wyliczy¢ ich objetos$é (z do$é skomplikowanych wzoréw). I tak dla przykladu —

T
objetos¢ czterowymiarowej kuli o promieniu 1 wynosi o

Dzien 8. Prawda jest, ze dla kazdego n od 1 do 12055735790331359447442538767 liczba 991n? + 1 nie
jest kwadratem liczby naturalnej. Natomiast dla liczby nastepnej tj. 12055735790331359447442538768
nie jest to prawda.

Dzienn 9. Wzory na pierwiastki rownan trzeciego stopnia wymyslili niezaleznie Scipione del Ferro oraz
Nicolas Tartaglia. Ten drugi nie ujawnil ich $wiatu, poniewaz dzieki temu mogl wygrywaé pojedynki
matematyczne. Inny matematyk — Cardano — nalegal, by Tartaglia mu je wyjawil. Po jakim$ czasie sie
zgodzil, ale pod warunkiem, ze ten ich nie wyjawi. P6Zniej Cardano odkryl w notatniku del Ferro te
wzory, co oznaczalo, ze to nie Tartaglia wymyslil je jako pierwszy, tylko wlasnie del Ferro. Tak wiec
Cardano uznal, ze teraz nie musi juz zachowywaé tajemnicy od Tartaglii i spokojnie moze opublikowaé
omawiane wzory, co tez uczynil wydajac dzieto Ars Magna.

Dzien 10. Jedna z pierwszych oséb, ktéra wprowadzila i spopularyzowala ,polskie” symbole C na
zbidr liczb catkowitych, W na zbiér liczb wymiernych i tym podobne byla pani Olga Stande z Fodzi —
autorka podrecznikéw licealnych z lat ’70. Oprécz spopularyzowania tych symboli w jej podrecznikach
pojawily sie réwniez kwantyfikatory ,warszawskie” tzn. \/ oraz /. Do stosowania w liceach poprawnych
miedzynarodowych oznaczen wréciliSmy stosunkowo niedawno, bo z poczatkiem roku 2018, z uwagi na
Rozporzqdzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 30 stycznia 2018 roku w sprawie podstawy progra-
mowej ksztalcenia ogdlnego dla liceum ogdlnoksztalcgecego, technikum oraz branzowej szkoty II stopnia,
gdzie na stronie 293 czytamy, ze uczen powinien stosowaé¢ prawidlowe i powszechnie przyjete oznaczenia
tzn. Z dla zbioru liczb catkowitych oraz Q dla zbioru liczb wymiernych.

Dzien 11. Prawdopodobienstwo, ze dwie losowo wybrane liczby catkowite sa liczbami wzglednie pierw-

Szymi wynosi —.
2

2Szescian czterowymiarowy, tzw. tesserakt ma 16 wierzchotkéw, a pigciowymiarowy 32. W ogdélnoéci n-wymiarowy
szescian ma 2" wierzchotkéw.
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Dzieh 12. ¢™V163 » 262537412640768743,99999999999925 — stala Ramanujana. Odkryta zostala przez
Hermite’a w roku 1859. Jest ona tak bliska liczbie catkowitej, ze w primaaprilisowym numerze Scientific
American z 1975 roku Martin Gardner obwiedcil, Ze jest to liczba calkowita zgodnie z przypuszczeniami
Ramanaujana. Ze wzgledu, ze w tamtych czasach kalkulatory nie radzily sobie z taka dokladnoscia, to
tatwo byto czytelnikow nabraé. Co ciekawe, bliskos¢ tej liczby do liczby caltkowitej jest nieprzypadkowa.
Jest zwiazana z algebraiczng teoria pierscieni i zwiazanymi z nig liczbami Heegnera.

Dzien 13. Twierdzenie, ze prosta dzieli plaszczyzne na dwie czesci zostalo udowodnione dopiero w 1882
roku przez Pascha.

Dzien 14. Z twierdzenia Gaussa (theorema egregium) wynika, Ze nie ma mapy, ktéra zachowuje
rzeczywiste stosunki dhugosci.

Dzien 15. Kurt Otto Friedrichs udowodnil, ze istnieje nieskoniczenie wiele dowodéw twierdzenia Pita-
gorasa.

Dzienn 16. Czesto mozemy ustyszeé, ze nie istnieje wzor podajacy kolejne liczby pierwsze. Jest to poglad
powszechnie rozpowszechniany gléwnie przez media (ale réwniez przez wielu matematykéw (1)). Czesto
styszymy (lub czytamy), ze jesli rozwiazemy Hipoteze Riemanna (majaca zwiazek z rozmieszczeniem liczb
pierwszych), to w koncu poznamy dlugo szukany wzor, ktéry poda nam po kolei kazda liczbe pierwsza.
Opisywany tu poglad jest niestety bzdura. Wzory na liczby pierwsze istnieja, i to dokladnie takie o jakich
mowa, tzn. dajace po kolei kazda liczbe pierwsza. Maja one jedna wade - sa zbyt skomplikowane, wiec
nie nadaja si¢ do praktycznych zastosowan, nawet do obliczen komputerowych. Dla przyktadu jeden z
takich wzoréw wyglada nastepujaco:

n—1 n—1
pn:2+z — -1

zj: m Tln m EJ: S ; m
et byl | I A ESrwyeny

L k=2 - L k=2 _

gdzie p, oznacza n—ta liczbe pierwsza.
Dzien 17. Wymiar zbioru pustego to —1.

Dziei 18. Réwnoéé a® = 1 (dla a # 0) przyjmujemy z definicji. Mozna ja uzasadnié nastepujaco:
(1) dzieki niej prawo dzialan na wykladnikach (a” : a¥ = a®~Y) zachodzi dla dowolnych liczb.
Mamy bowiem a® : a* = 1, a zatem powinno byé¢ a®~* = a° = 1.
(2) gdy z z zblizamy sie do 0, to wartosci a® zblizaja sie do 1. Zatem przyjmujac a® := 1 sprawiamy,
ze funkcja wykladnicza jest ciagla.

Dzien 19. Znak konca dowodu nazywa si¢ potocznie halmosem na cze$¢ Paula Halmosa, ktory jako
pierwszy uzyt go w tekécie matematycznym w kontekscie konica dowodu. Znakiem tym moze by¢ zaréwno
bialy kwadrat [J | czarny kwadrat B, jak i czarny tréjkat A lub ».

Symbol ten zastepuje skréty:

ckd - co konczy dowdd,

cnd - czego nalezalo dowiesé,

cnu - czego nalezalo udowodnié,

cbdo - co bylo do okazania,

cnw - co nalezalo wykazac,

cbdu - co bylo do udowodnienia,

cbdd - co bylo do dowiedzenia,

QED - quod erat demonstrandum (co byto do udowodnienia)

Powyzsze skroty moga byé zapisywane zaréwno z kropkami po kazdej literze, jak i bez.

Dzien 20. Znak nieskonczono$ci to nie jest odwrocona ésemka tylko lemniskata. Znak ten zostal po raz
pierwszy uzyty w 1655 r. przez Johna Wallisa.
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Dzien 21. Wieloéciany foremne byly znane juz w starozytnosci. Wszyscy wiemy, ze jest ich dokladnie
5. Mogtoby wydawaé sie, ze wiemy o nich juz wszystko. Rozwazmy nastepujacy problem: Chcemy z
jednego wierzcholka wieloscianu wyjé¢ i poruszajac sie wylacznie prosto przed siebie, wréci¢ z powrotem
do tego wierzcholka. Nie mozemy jednak po drodze przej$¢ przez zaden inny wierzcholek. Problem juz
dawno byl rozwiazany dla czworoscianu, sze$cianu, oSmioscianu i dwudziesto$cianu — tam sie tak przejsé
nie da. Pozostal tylko dwunastoécian. I tu odpowiedz jest zaskakujaca — taka Sciezka istnieje. Odkrycia
dokonano niecale 3 lata temu — na poczatku 2018 roku.

Dzien 22. W marcu 2018 w teleturnieju Milionerzy padlo pytanie za milion ztotych:

Ile to jest 1111 razy 1111, jesli 1 razy 1 to 1, a 11 razy 11 to 1217
A. 12 321

B. 1234 321

C. 111 111 111

D. 123 454 321

Co ciekawe, aby odrzucié¢ trzy nieprawidlowe odpowiedzi wystarczy bardzo grube szacowanie
1000 - 1000 < 1111 -1111 < 10000 - 10000,

ktére odrzuca od razu odpowiedzi A, C i D.

Odrzucié¢ nieprawidtowe odpowiedzi mozna réwniez stosujac modulo.
1111 =4 (mod 9), a zatem 11111111 = 16 = 7 (mod 9). Widaé¢ wyraznie, ze liczby A i C dziela si¢ przez
9 (z cechy podzielnosci przez 9).

Dzienn 23. Wracajac jeszcze raz do Milioneréw, w 2008 roku bylo pytanie:
Pole jakiej figury nie jest nigdy liczba calkowitq?

A. Rombu

B. Trapezu

C. Kola

D. Trojkgta réwnobocznego

Poprawna odpowiedzia wedlug prowadzacego byla odpowiedz C. Jednak to pytanie tak naprawde nie ma

prawidlowej odpowiedzi, poniewaz wystarczy przyja¢ promien kota r = % Wtedy pole kota wynosi 1.

Dzienn 24. Wyobrazmy sobie, ze opasano nasza planete drutem wzdluz rownika. Nastepnie zwigkszono
dtugosé drutu o 1 m. Na jaka odleglo$é drut bedzie odstawal od powierzchni Ziemi? Wydaje sie, ze
bardzo matlo, bo czym jest 1 m w poréwnaniu do obwodu Ziemi 40 000 000 m. Okazuje sie jednak, ze

1
réznica promieni (tych okregéw) jest réwna 7 m, czyli okolo 16 cm. Co wiecej, wynik ten nie zalezy od
s

wyjsciowego promienia (1)



